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บทท่ี 4  
ลิมิตและความต่อเน่ือง 

 

 แคลคูลัส เป็นคณิตศาสตร์แขนงหน่ึงท่ีมีพ้ืนฐานมาจากการศึกษาการเปลี่ยนแปลงและการเคลื่อนท่ีทาง
กลศาสตร์ การสร้างรากฐานวิชาให้รัดกุมจําเป็นต้องอาศัยความรู้ทางคณิตศาสตร์ท่ีซับซ้อน การพัฒนาความรู้จึง
ต้องละบริบททางวิทยาศาสตร์ท่ีไม่จําเป็นออกไป เพ่ือให้ได้ระบบภาษาสัญลักษณ์ท่ีมีความกระชับ ชัดเจน และ
สามารถขยายความรู้ต่อยอดออกไปเรื่อย ๆ ด้วยเหตุผลน้ีส่วนหน่ึงทําให้แคลคูลัสพัฒนาแยกตัวออกมาจาก
วิทยาศาสตร์และเข้าใกล้คณิตศาสตร์บริสุทธิ์มากข้ึน การพัฒนาแคลคูลัสในแง่มุมว่าเป็นคณิตศาสตร์แขนงหน่ึง 
เริ่มเห็นชัดในคริสต์ศตวรรษท่ี 17 จากผลงานของนิวตัน (Isaac Newton, 1643 – 1727, England) และไลบ์นิต 
(Gottfried Wilhelm van Leibniz, 1646 – 1716, Germany) แคลคูลัสเริ่มพัฒนาตัวเองไปสู่คณิตศาสตร์
วิเคราะห์ท่ีให้ระบบการให้เหตุผลท่ีมีความรัดกุมมากกว่าเดิม เม่ือ โคชี (Augustin Louis Cauchy, 1789 – 
1857, France) ได้เสนอให้ใช้แนวคิดของลิมิตของฟังก์ชันเพ่ือเป็นรากฐานความรู้ของแคลคูลัส เกิดการแสวงหา
ความรู้ต่อยอดต่าง ๆ ทางคณิตศาสตร์ และสะท้อนกลับนําไปใช้ประโยชน์ในการแสวงหาความรู้ทางวิทยาศาสตร์
และวิศวกรรมศาสตร์ และแน่นอนว่ามนุษย์ยังแสวงหาวิทยาการเพ่ือสร้างเทคโนโลยีตอบสนองความต้องการของ
ตัวเองตลอดเวลา น่ันหมายถึงจะมีหลายปัญหาท่ียังแก้ไม่ได้ด้วยความรู้ท่ีมีในปัจจุบัน การแสวงหาความรู้ใหม่ ๆ 
จะย้อนกลับไปผลักดันให้แต่ละวิชาไม่หยุดท่ีจะพัฒนาความรู้ของตัวเอง แคลคูลัสก็เป็นหน่ึงแขนงวิชา ดังน้ันการ
ทราบท่ีมาของการพัฒนาและความรู้พ้ืนฐานของแคลคูลัส จะทําให้เห็นแนวทางในการพัฒนาความรู้ต่อไป 

 

 
 

รูปท่ี 4.1 สามบุคคลท่ีมีส่วนสําคัญในการพัฒนาแนวคิดของแคลคูลัสยุคใหม่ [wikipedia.org] 
 
 สําหรับการศึกษาในบทน้ี ผู้สนใจจะได้ทําความเข้าในเน้ือหาของแคลคูลัสเบ้ืองต้น ประกอบด้วย ลิมิตและ
ความต่อเน่ืองของฟังก์ชัน อนุพันธ์ของฟังก์ชัน และการอินทิเกรต  
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4.1 ลิมิตและความต่อเนื่อง 
 

 
 
ตัวอย่าง 4.1.1 จงใช้นิยามของลิมิต แสดงว่า ( )
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 แล้วจะได้ว่า  
   ( ) ( )3 2 7f x L x ε− = − − <  

          3 9         x ε= − <  

          ( )3 3     x ε= − <  

          3 3         x ε= − <  

          3                δ ε< <  

                           
3

ε
δ= <  
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ตัวอย่าง 4.1.2 จงใช้นิยามของลิมิตแสดงว่า 2

2
lim 4
x

x
→

=  

วิธีทํา  เพ่ือความสะดวก เราสมมติให้ 1δ =  ทําให้ได้ว่า 2 1x − <  

 ให้ 0ε >  เป็นจํานวนจริงบวกใดๆ 
 จะได้ว่า 

  2 4x ε− <  

  2 2x x ε− + <  

นิยาม 4.1.1 (นิยามของลิมิต) 
            ให้  เป็นฟังก์ชันท่ีนิยามบนช่วงเปิด ท่ีบรรจุ  (ค่าของ  ไม่นิยาม)  

            จํานวนจริง  จะเรียกว่าเป็นลิมิตของฟังก์ชัน  ขณะท่ี  เข้าใกล้  ก็ต่อเม่ือ  

            สําหรับแต่ละจํานวนจริง  จะมีจํานวนจริง  ซ่ึงทําให้  

            นั่นคือ  

            เขียนแทนด้วยสัญลักษณ์  
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  ( )2 2x x ε− + <  

 เน่ืองจากค่าสูงสุดของ x  คือ 3 (ท่ีสมมติ) จะได้ว่า  
  5 2x ε− <  

  2
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 ดังน้ันสําหรับแต่ละ 0ε >  เราสามารถเลือกจํานวน 0δ >  ซ่ึง  
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5

ε
δ  =  
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ทฤษฎีบท 4.1.1 (Uniqueness of Limit) 
            กําหนดฟังก์ชัน  และสมมติให้  และ   

            จะได้ว่า    
            (แสดงว่าลิมิตของฟังก์ชัน (ถ้ามี) จะมีได้เพียงค่าเดียวเท่านั้น) 
 

ทฤษฎีบท 4.1.2  
            ถ้า  เป็นค่าคงท่ี และกําหนดให้  สําหรับทุก ๆ   

            ดังนั้นสําหรับจํานวนจริง  ใด ๆ จะได้ว่า 
     

ทฤษฎีบท 4.1.3  
            ถ้ากําหนดให้  สําหรับทุก ๆ  และ  ท่ีเป็นค่าคงท่ีใด ๆ จะได้ว่า 
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ทฤษฎีบท 4.1.4 (ลิมิตของฟังก์ชันท่ีเท่ากัน) 
            สมมติให้มีจํานวน  ซ่ึงทําให้  สําหรับทุก ๆ  ท่ี   

            และสมมติให้  จะได้ว่า 

 

ทฤษฎีบท 4.1.5 (ลิมิตของผลบวก) 
            ถ้า f และ g เป็นฟังก์ชัน ซ่ึงมี  และ  จะได้  

 

 

บทแทรก 4.1.6  
            ถ้า  เป็นฟังก์ชัน ซ่ึงมี

 
 

             จะได้ว่า  

 

             

ทฤษฎีบท 4.1.7 (ลิมิตของผลคูณ) 
            ถ้า f และ g เป็นฟังก์ชัน ซ่ึงมี  และ  จะได้  
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บทแทรก 4.1.8  
            กําหนดฟังก์ชัน  ซ่ึงมี   

            จะได้ว่า  

 

 

บทแทรก 4.1.9  
            ถ้า f เป็นฟังก์ชัน ซ่ึงมี  และ k เป็นค่าคงท่ีใด ๆ จะได้ว่า 

 

บทแทรก 4.1.10  
            ถ้า f และ g เป็นฟังก์ชัน ซ่ึงมี  และ  จะได้ว่า 

 

 

 

ทฤษฎีบท 4.1.11 
            ถ้า  และ  จะได้ว่าจะต้องมีจํานวนจริงบวก    

            ซ่ึงทําให้  สําหรับทุก ๆ x ท่ี   

บทแทรก 4.1.12  

            ถ้า  และ  จะได้ว่าจะต้องมีจํานวน  ซ่ึงทําให้  

            สําหรับทุก ๆ x ท่ี  
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ตัวอย่าง 4.1.3 จงหา ( )3 2
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ตัวอย่าง 4.1.4 จงหา 
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วิธีทํา จากโจทย์ จะได้ว่า 
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ทฤษฎีบท 4.1.13 
            ถ้า  โดยท่ี  จะได้ว่า  

 

บทแทรก 4.1.14  
            ถ้า  และ  โดยท่ี  จะได้ว่า  
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ตัวอย่าง 4.1.5 ถ้า f และ g เป็นฟังก์ชัน โดยกําหนดว่า ( ) ( )2 , 2 1f x x g x x= = +   

  ในท่ีนี้จะพบว่า ( )
2
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x

f x
→

=  และ ( ) ( )
4
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g x g
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= =  

  ท้ังน้ีเพราะ ( )( ) ( )( ) ( )2 22 1g f x g f x g x x= = = +�  

  เพราะฉะน้ัน ( )( )lim 9
x a

g f x
→

=�  

             
 

 
 

ทฤษฎีบท 4.1.15 
            ถ้า  และ  และถ้ามีจํานวนจริงบวก   

            ซ่ึงทําให้  สําหรับทุก ๆ t ท่ี  จะได้ว่า 
 

 

ทฤษฎีบท 4.1.16 
            สมมติให้ f และ g เป็นฟังก์ชัน a และ b เป็นจํานวนจริงท่ีหาค่า  ได้ 

            และถ้า  และ  จะได้ว่า 

 
      

ทฤษฎีบท 4.1.17 
            สมมติให้ f และ g เป็นฟังก์ชัน a และ b เป็นจํานวนจริงท่ีหาค่า  ได้ 

            และถ้า  และ  จะได้ว่า 
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ตัวอย่าง 4.1.6 จงหา 
3 3
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วิธีทํา จากโจทย์ จะได้ว่า 
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ทฤษฎีบท 4.1.18 
            ให้ f เป็นฟังก์ชัน เพราะฉะนั้น  ก็ต่อเม่ือ ถ้า  เป็นช่วงเปิดใด ๆ 

            ท่ีมี  แล้วจะต้องมีช่วงเปิด  ท่ีมี  และทําให้เม่ือไรก็ตามท่ี   

            และ  แล้วจะได้ว่า  

 

ทฤษฎีบท 4.1.19 
            ถ้า n เป็นจํานวนเต็มบวก และ  จะได้ว่า 
 

 

 

ทฤษฎีบท 4.1.20 
            ถ้า n เป็นจํานวนเต็มบวก และ  และ  จะได้ว่า 
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ตัวอย่าง 4.1.7 จงหา 
( )2 2

0
lim
h

x h x

h→

+ −
 

วิธีทํา  จากโจทย์ จะเห็นว่าถ้าแทน 0h=  จะทําให้ลิมิตน้ีหาค่าไม่ได้ 

 เราจะพิจารณาฟังก์ชัน 
( )2 2x h x

h

+ −
 ว่าสามารถเปลี่ยนรูปอ่ืนได้หรือไม่  

 ซ่ึงเราได้ว่า  
( ) 2 2 2 22 2x h x x hx h x

h h

+ − + + −
=  

     
( )

22
                      

2
                      

                      2

hx h

h

h x h

h

x h

+
=

+
=

= +

 

 ดังน้ัน เราก็จะได้ว่า 
( ) ( )

2 2

0 0
lim lim 2 2
h h

x h x
x h x

h→ →

+ −
= + =  

 น่ันคือ 
( )2 2

0
lim 2
h

x h x
x

h→

+ −
=  

             
 
4.1.1 ลิมิตด้านเดียว (One-Side Limits) 

 

 พิจาณาฟังก์ชัน ( )f x  ท่ีกําหนดโดย ( ) 2

2 1           ;   1 1

1
3      ;   1 4

2

x x

f x
x x

+ ≤ ≤


= 
− < <

 

จะพบว่า ท่ีจุด 1x =  จะได้ ( )1 3f =  แต่ ( )
1

lim
x

f x
→

 ไม่มี ดังน้ัน ฟังก์ชัน f จึงไม่ต่อเน่ืองท่ีจุด 1x =    

ถ้าให้ ( ) 2 1g x x= +  และ ( ) 21
3

2
h x x= −  และให้โดเมนของ g และ h คือเซตของจํานวนจริงท้ังหมด 

( )ℝ  จะพบว่า ( ) ( )f x g x=  สําหรับทุก ๆ [ ]1,1x∈ −  เพราะฉะน้ันในขณะท่ี x เข้าใกล้ 1 ทางด้าน

ซ้ายมือ (หมายถึง x เข้าใกล้ 1 ทางด้านท่ีมีค่าน้อยกว่า 1) ซ่ึงเขียนแทนด้วยสัญลักษณ์ 1x −→  จะได้ว่า 
( ) ( )

1 1
lim 3 lim
x x

f x g x
− −→ →

= =  

 ในทํานองเดียวกัน เพราะว่า ( ) ( )f x h x=  สําหรับทุก ๆ ( )1,4x∈  ในขณะท่ี x เข้าใกล้ 1 

ทางด้านท่ีมีค่ามากกว่า 1) ซ่ึงเขียนแทนด้วยสัญลักษณ์ 1x +→  จะได้ว่า 
 



เอกสารประกอบการสอน อ.สมจิตร บุญเทียม 10 
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1 1

5
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2x x
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 เพราะฉะน้ัน ( ) ( )
1 1

lim lim
x x

f x f x
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≠  

 

 
 

 
 
ตัวอย่าง 4.1.8 กําหนดให้ 

  ( )

3 1
        ;   

2 2
1 1

                    ;   
2

x x

f x

x
x

− + <
= 
 ≥


 

 จงหาค่าของ ( )
1

2

lim
x

f x
−

→

 และ ( )
1

2

lim
x

f x
+

→

 

วิธีทํา จากโจทย์ สามารถเขียนกราฟ ของ ( )f x  ได้ดังน้ี 

 

นิยาม 4.1.3 ลิมิตขวามือ (Right-hand limit) 
            กําหนดฟังก์ชัน f และจํานวนจริง a, L เราจะกล่าวว่า  มีค่าเข้าใกล้ L  ในขณะท่ี x  

            มีค่าเข้าใกล้ a ทางด้านขวามือ (เขียนแทนด้วย )  

             ถ้ามีสมบัติว่า สําหรับแต่ละจํานวนจริงบวก  จะต้องมีจํานวนจริงบวก   
             ซ่ึงทําให้  สําหรับทุก ๆ x ท่ี  

นิยาม 4.1.4 ลิมิตทางซ้าย (Left-hand limit) 
             กําหนดฟังก์ชัน f และจํานวนจริง a, L เราจะกล่าวว่า  มีค่าเข้าใกล้ L ในขณะท่ี x  

             มีค่าเข้าใกล้ a ทางด้านซ้ายมือ (เขียนแทนด้วย )  

            ถ้ามีสมบัติว่า สําหรับแต่ละจํานวนจริงบวก  จะต้องมีจํานวนจริงบวก   
            ซ่ึงทําให้  สําหรับทุก ๆ x ท่ี  
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 จะพบว่า f ไม่ต่อเน่ืองท่ีจุด 
1

2
x =  ในขณะท่ี x เข้าใกล้ 

1

2
 ทางด้านซ้ายมือ  

 จะได้ว่า ( )f x  เข้าใกล้ 
1 3

1
2 2
− + =   

 น่ันคือ ( )
1

2

lim 1
x

f x
−

→

=  ในขณะเดียวกัน จะได้ว่า ( )
1

2

lim 2
x

f x
+

→

=   

 ดังน้ัน ( ) ( )
1 1

2 2

lim lim
x x

f x f x
− +

→ →

≠  

                   
 

 
 
หมายเหตุ  ในกรณีท่ี ( ) ( )lim lim

x a x a
f x f x

− +→ →
≠  เราจะกล่าวว่า ( )lim

x a
f x

→
 ไม่มี 

 
ตัวอย่าง 4.1.9 จงหา ( )lim

x a
f x

→
 โดยกําหนดให้  

ทฤษฎีบท 4.1.21 
            ถ้า f เป็นฟังก์ชัน และ a, L เป็นจํานวนจริง จะได้ว่า 
 

    ก็ต่อเม่ือ  
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    ( )

1
1     ;   0

2
1

       ;   0
1

x x

f x

x
x

 + <
= 
 ≥
 +

 

 

วิธีทํา เราได้ว่า ( )
0 0

1
lim lim 1 1

2x x
f x x

− −→ →

 = + = 
 

 

 และ ( ) 1
lim lim 1

1x a x a
f x

x+ +→ →

 = = + 
 

 เน่ืองจากเราพบว่า ( ) ( )lim lim 1
x a x a

f x f x
− +→ →

= =  

 น่ันคือ ( )lim 1
x a

f x
→

=  

                   
 

ตัวอย่างท่ี 4.1.10 จงหาค่าของ 
2

23

9
lim

3 2x

x

x x
−→

−

+ −
  

วิธีทํา กําหนดให้ ( ) ( )( )
( )( )

2

2

3 39

1 33 2

x xx
f x

x xx x

− +−
= =

+ −+ −
 

 
 เพราะฉะน้ัน สําหรับ x ท่ี 1 3x− < <  จะได้ว่า 
 

     ( ) ( )3 3

1

x x
f x

x

− +
=

+
 

 เพราะว่า ( )
3 3 3

lim 3 lim 3 lim 3 3 6
x x x

x x
− − −→ → →
+ = + = + =  

    ( )
3 3 3

lim 1 lim 1 lim 1 3 4
x x x

x x
− − −→ → →
+ = + = + =  

    ( )
3 3 3

lim 3 lim 3 lim 3 3 0
x x x

x x
− − −→ → →
− = − = − =  

 เพราะฉะน้ัน 
3

lim 1 4 2
x

x
−→

+ = =  

 และ   
3

lim 3 0 0
x

x
−→

− = =  

 เพราะฉะน้ัน  
( )

3

3 3 6 0
lim 0

21x

x x

x−→

− + ⋅
= =

+
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 น่ันคือ  ( )
3

lim 0
x

f x
−→

=  

                   
 
4.1.2 ความต่อเนื่อง (Continuity) 

 
 ตามท่ีได้กล่าวมาแล้ว ถึงความหมายของ ( )lim

x a
f x L

→
=  ถึงแม้ในบางฟังก์ชันเราไม่สามารถหาค่า

ของฟังก์ชันน้ันๆ ท่ีจุด x a=  ก็ตาม แต่ในส่วนท่ีจะกล่าวต่อไปน้ีเราจะพูดถึงแต่เฉพาะในกรณีท่ี f เป็นฟังก์ชันซ่ึง
หาค่าของ ( )f a  ได้ นอกจากน้ัน ( )lim

x a
f x L

→
=  โดยท่ี ( )L f a=  ฟังก์ชัน f ท่ีมีลักษณะดังกล่าวเรา

เรียกว่าเป็นฟังก์ชันต่อเน่ือง (Continuous Function) ท่ีจุด x a=  
 

 

 
 

ตัวอย่าง 4.1.11 กําหนดให้ ( ) 22 3 4f x x x= + −   จงแสดงว่าฟังก์ชัน f เป็นฟังก์ชันต่อเน่ืองท่ี 

                    1x =  หรือไม่ 

วิธีทํา กําหนดให้ ( ) 22 3 4f x x x= + −  ถ้าฟังก์ชัน f เป็นฟังก์ชันต่อเน่ืองท่ี 1x =  

 ฟังก์ชัน f จะต้องมีคุณสมบัติครบท้ัง 3 ข้อต่อไปน้ี 

 1) ( ) ( ) ( )21 2 1 3 1 4 2 3 4 1f = + − = + − =  

 2) ( ) ( )2

1 1
lim lim 2 3 4
x x

f x x x
→ →

= + −  

   
                2 3 4

                1

= + −

=
 

 3) ( ) ( )
1

lim 1 1
x

f x f
→

= =  

 จาก 1) - 3) สรุปได้ว่า ฟังก์ชัน f เป็นฟังก์ชันต่อเน่ืองท่ี 1x =  
                   

นิยาม 4.1.5  
            ฟังก์ชัน f จะเป็นฟังก์ชันท่ีต่อเนื่องท่ีจุด  ก็ต่อเม่ือ 

1) หาค่าของ  ได้ 

2) หาค่าของ  ได้ 

3)  

 
นิยาม 4.1.6  
            ฟังก์ชัน f จะเป็นฟังก์ชันต่อเนื่องในเซต S ก็ต่อเม่ือ f เป็นฟังก์ชันท่ีต่อเนื่องท่ีทุกจุดในเซต S 
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นิยาม 4.1.7  
            เราจะเรียกฟังก์ชัน f ว่าเป็นฟังก์ชันโพลิโนเมียล (Polynomial Function) ก็ต่อเม่ือ 
 

 
 

 โดยท่ี  ทุกตัวเป็นจํานวนจริง 

ทฤษฎีบท 4.1.22 
            ฟังก์ชันโพลิโนเมียลจะเป็นฟังก์ชันท่ีต่อเนื่องในเซต   
 (โดยกําหนดว่า  เป็นเซตของจํานวนจริงท้ังหมด) 
 

ทฤษฎีบท 4.1.23 
            ถ้า f และ g เป็นฟังก์ชันท่ีต่อเนื่องท่ีจุด  จะได้ว่า ฟังก์ชันต่อไปนี้จะ 
 ต่อเนื่องท่ีจุด  เช่นกัน 
  1)  
  2)  

  3)  

  4)  โดยท่ี k เป็นจํานวนจริงใด ๆ 

ทฤษฎีบท 4.1.24 
            ถ้า f เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องท่ีจุด a และ g เป็นฟังก์ชันท่ีต่อเนื่องท่ีจุด   

 จะได้ว่า  จะเป็นฟังก์ชันท่ีต่อเนื่อง ท่ีจุด  
 

นิยาม 4.1.8  
            เราจะกล่าวว่าฟังก์ชัน f เป็นฟังก์ชันท่ีมีความต่อเนื่องทางขวามือ (right-hand  
 continuity) ท่ีจุด a ถ้า  และเรียก f ว่าเป็นฟังก์ชันท่ีมี  

 ความต่อเนื่องทางซ้าย (left-hand continuity) ท่ีจุด b ถ้า   
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 สมมติให้ a b<  และให้ 1 2,f f  เป็นฟังก์ชันโดยกําหนดว่า 
 

   ( )1

0        ,   

1        ,   

0       ,   

x a

f x a x b

x b

<


= ≤ ≤
 >

 

และ 

   ( )2

0        ,   

1        ,   

0       ,   

x a

f x a x b

x b

≤


= < <
 ≥

 

ดังรูป 

 
 จะพบว่าฟังก์ชัน 1f  และ 2f  จะต่อเน่ืองท่ีจุดทุกจุดยกเว้นท่ีจุด x a=  และ x b=  นอกจากน้ัน 1f  
จะต่อเน่ืองทางขวามือท่ีจุด x a=  และต่อเน่ืองทางซ้ายมือท่ีจุด x b=  ท้ังน้ีเพราะ 

( ) ( )1lim 1
x a

f x f a
+→

= =  และ ( ) ( )1lim 1
x b

f x f b
−→

= =  ในทํานองเดียวกัน 2f  จะต่อเน่ืองทางซ้ายมือ

ท่ีจุด x a=  และต่อเน่ืองทางขวามือท่ีจุด x b=  
 

 
 
 จากตัวอย่างข้างต้น พบว่า 1f  เป็นฟังก์ชันท่ีต่อเน่ืองบนช่วงปิด [ ],a b  แต่ 2f  ไม่ต่อเน่ืองบนช่วงปิด 

[ ],a b  

 

นิยาม 4.1.9  
            ฟังก์ชัน f จะเป็นฟังก์ชันท่ีต่อเนื่องบนช่วงปิด  ก็ต่อเม่ือ 

(i) f เป็นฟังก์ชันท่ีต่อเนื่องท่ีทุกจุดในช่วงเปิด  

(ii) f เป็นฟังก์ชันท่ีต่อเนื่องทางขวามือท่ีจุด  และต่อเนื่องทางซ้ายมือท่ีจุด   
  นั่นคือ  และ   
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นิยาม 4.1.10  
            ให้ f เป็นฟังก์ชันท่ีหาค่าได้บนช่วง  (ซ่ึงอาจจะเป็นช่วงเปิด ช่วงปิด หรือไม่เป็นท้ัง 
 สองอย่างก็ได้) ถ้ามีจํานวน M ซ่ึงทําให้  สําหรับทุก ๆ   

 จะกล่าวว่า f เป็นฟังก์ชันท่ีมีขอบเขต (bounded) บนช่วง  

ทฤษฎีบท 4.1.25 
            ถ้า f เป็นฟังก์ชันท่ีต่อเนื่องบนช่วงปิด  จะได้ว่า f เป็นฟังก์ชันท่ีมี 

 ขอบเขตบนช่วง  
 

ทฤษฎีบท 4.1.26 
            ถ้า f เป็นฟังก์ชันท่ีต่อเนื่องบนช่วงปิด  แล้วจะต้องมีจุด   

 ท่ีทําให้  สําหรับทุก ๆ  

 

บทแทรก 4.1.27 
            ถ้า f เป็นฟังก์ชันท่ีต่อเนื่องบนช่วงปิด  แล้วจะต้องมีจุด   

 ท่ีทําให้   ท่ี  

 

ทฤษฎีบท 4.1.28 (Intermediate Value Theorem) 
            ให้ f เป็นฟังก์ชันท่ีต่อเนื่องบนช่วงปิด  และให้   

 ถ้า C เป็นจํานวนจริงใด ๆ ท่ีอยู่ระหว่าง A และ B จะได้ว่า จะต้องมีจุด   

 ท่ีทําให้  

 

บทแทรก 4.1.29  
            ถ้า f เป็นฟังก์ชันท่ีต่อเนื่องบนช่วงปิด  และ ถ้า   

 จะต้องมีจํานวน  ท่ีทําให้  
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4.1.3 ลิมิตเก่ียวกับอนันต์ (Limits Involving Infinity) 
 ก่อนจะกล่าวถึงความหมายของลิมิตท่ีเก่ียวกับค่าอนันต์ ขอให้พิจารณาฟังก์ชันต่อไปน้ี 

( )
1

x
f x

x
=
+

 

 จะพบว่า f เป็นฟังก์ชันท่ีต่อเน่ืองท่ีจุดทุกจุดยกเว้นท่ีจุด 1x = −  ดังรูป 
 

 
 

 สําหรับ 1x > −  จะได้ว่า ( ) 1
1 1

1 1

x
f x

x x

−
= = + <
+ +

 

และ สําหรับ 1x < −  จะได้ ( ) 1f x >  

 ก่อนอ่ืนขอให้พิจารณาเฉพาะทางด้าน 1x > −  โดยดูจากค่าของฟังก์ชันต่อไปน้ี 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 10 100 1000
1, 0 0, 1 , 10 , 100 , 1000 ,

2 2 11 101 1001
f f f f f f
 − = − = = = = = 
 

…  

ทฤษฎีบท 4.1.30  
            ถ้า f เป็นฟังก์ชันท่ีต่อเนื่องบนช่วงปิด  และเรนจ์ของ f อยู่ในช่วง   

 จะได้ว่า จะต้องมีจุด  อย่างน้อย 1 จุด ท่ีทําให้ 

      

 จุด  ท่ีมีสมบัติว่า  เราเรียกว่า จุดคงท่ี (fixed point) 
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 จะเห็นว่า ถ้า x มีค่าเพ่ิมข้ึนเรื่อย ๆ ค่าของฟังก์ชันก็จะเพ่ิมข้ึน แต่อย่างไรก็ตาม ค่าของฟังก์ชันจะต้อง
น้อยกว่า 1 เสมอ ลักษณะเช่นน้ีเราจะกล่าวว่า ถ้า x มีค่าเข้าใกล้ค่าอนันต์ (infinity) ทางด้านบวก ( )x→+∞  

( )f x  จะมีค่าเข้าใกล้ 1 ( )( )1f x →  ซ่ึงเขียนแทนด้วยสัญลักษณ์ 

( )lim 1
x

f x
→+∞

=  

 
 ในทํานองเดียวกัน ถ้าพิจารณาทางด้าน 1x < −  จะพบว่า ถ้า x มีค่าลดลงเรื่อย ๆ ค่าของฟังก์ชันก็จะมี
ค่าลดลงเช่นเดียวกันแต่ยังคงมีค่ามากกว่า 1 เสมอ น่ันคือ ถ้า x มีค่าเข้าสู่ค่าอนันต์ทางด้านลบ ( )x→−∞  

( )f x  จะมีค่าเข้าสู่ 1 ( )( )1f x →  ซ่ึงเขียนแทนด้วยสัญลักษณ์ 

( )lim 1
x

f x
→−∞

=  

 
หมายเหตุ  สัญลักษณ์ x→∞  หมายถึง x  มีค่าเพ่ิมข้ึนโดยไม่มีขอบเขต  

  น่ันคือ x→∞  ก็ต่อเม่ือ x→+∞  และ x→−∞  
 
 จากตัวอย่างข้างต้น เราจะกล่าวว่า ( )lim 1

x
f x

→∞
=  

 

 
 

 
 

 
 

นิยาม 4.1.11  
            เราจะกล่าวว่า  ก็ต่อเม่ือ ถ้ากําหนดจํานวนบวก  ใด ๆ จะต้องมี 

 จํานวนจริง  ซ่ึงทําให้  สําหรับทุก ๆ x ท่ี  

นิยาม 4.1.12  
            เราจะกล่าวว่า  ก็ต่อเม่ือ ถ้ากําหนดจํานวนบวก  ใด ๆ จะต้องมี 

 จํานวนจริง  ซ่ึงทําให้  สําหรับทุก ๆ x ท่ี  

นิยาม 4.1.13  
            เราจะกล่าวว่า  ก็ต่อเม่ือ ถ้ากําหนดจํานวนบวก  ใด ๆ จะต้องมี 

 จํานวนจริง  ซ่ึงทําให้  สําหรับทุก ๆ x ท่ี  
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ตัวอย่าง 4.1.12 จงหาค่าของ 
5 3

lim
3 1x

x

x→∞

+
−

 

วิธีทํา กําหนดให้ ( ) 5 3

3 1

x
f x

x

+
=

−
 ถ้า 0x ≠  เอา x หารท้ังเศษและส่วนของ f จะได้ว่า 

      ( )
3

5 1
   ;    0,    

1 33

xf x x x

x

+
= ≠ ≠
−

 

 จากทฤษฎีบท 4.1.31  จะได้ 

     
3 3

lim 5 lim 5 lim
x x xx x→∞ →∞ →∞

 + = + 
 

 

ทฤษฎีบท 4.1.31  

            ถ้า  จะได้ว่า  

  (i)  

  (ii)  

  (iii)  

ทฤษฎีบท 4.1.32  
            ถ้า  และ  โดยท่ี  และ  เป็นจํานวนจริง 

             จะได้ว่า 
   (i)  

   (ii)  

   (iii)  

   (iv)  ถ้า  
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3

lim 5 5 3 0

                     5
x x→∞

 + = + ⋅ 
 

=
 

 และ 
1 1

lim    3 lim 3 lim
x x xx x→∞ →∞ →∞

 − = − 
 

 

           
3 0

3

= −

=
 

 ดังน้ัน 

33 lim 55 5
lim    =

1 1 33 lim 3

x

x

x

xx

x x

→∞

→∞

→∞

 ++  
  =
 − − 
 

 

 น่ันคือ 
5 3 5

lim
3 1 3x

x

x→∞

+
=

−
    

                   

 ถ้าพิจารณาดูกราฟของฟังก์ชัน ( )
1

x
f x

x
=
+

 ท่ีกล่าวมาแล้ว โดยสังเกตดูค่าของ ( )f x  เม่ือ x เข้า

ใกล้จุด 1−  จากตารางต่อไปน้ี 
 

x 1 0 -0.5 -0.9 -0.99 -0.999 ... 

( )f x  1

2
 

0 -1 -9 -99 -999 ... 

 
x -2 -1.5 -1.1 -1.01 -1.001 -1.0001 ... 

( )f x  -2 3 11 101 1001 10001 ... 

 
 จากตารางข้างบน จะพบว่า ในขณะท่ี x มีค่าเข้าใกล้ 1−  ทางด้านบวก ค่าของฟังก์ชัน จะลดลงไปเรื่อย 
ๆ อย่างไม่มีขอบเขต หรือ 

    ( )f x →−∞  ในขณะท่ี 1x +→−  

 ในทํานองเดียวกัน ในตารางท่ีสองจะพบว่า ถ้า x มีค่าเข้าสู่ 1−  ทางด้านลบ ค่าของ ( )f x  จะเพ่ิมข้ึน

เรื่อย ๆ อย่างไม่มีขอบเขต หรือ 

    ( )f x →+∞  ในขณะท่ี 1x −→−  

 

1 :x +→−

1 :x −→−
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ตัวอย่างท่ี 4.1.13 จงพิสูจน์ว่า (i) 
0

1
lim
x x+→

= +∞  และ 

           (ii) 
0

1
lim
x x−→

= −∞  

พิสูจน์ (i) กําหนดจํานวนจริงบวก N และเลือก 
1

N
δ =   

นิยาม 4.1.14  
            เราจะกล่าวว่า  ก็ต่อเม่ือ ถ้ากําหนดจํานวน  จะต้องมีจํานวน 

             ซ่ึงทําให้  สําหรับทุก ๆ x ท่ี  

 

นิยาม 4.1.15  
            เราจะกล่าวว่า  ก็ต่อเม่ือ ถ้ากําหนดจํานวน  จะต้องมีจํานวน 

             ซ่ึงทําให้  สําหรับทุก ๆ x ท่ี  

 

นิยาม 4.1.16  
            เราจะกล่าวว่า  ก็ต่อเม่ือ ถ้ากําหนดจํานวน  จะต้องมีจํานวน  

             ซ่ึงทําให้  สําหรับทุก ๆ x ท่ี  

นิยาม 4.1.17  
            เราจะกล่าวว่า  ก็ต่อเม่ือ ถ้ากําหนดจํานวน  จะต้องมีจํานวน  

            ซ่ึงทําให้  สําหรับทุก ๆ x ท่ี  

             

นิยาม 4.1.18  
            เราจะกล่าวว่า  ก็ต่อเม่ือ ถ้ากําหนดจํานวน  จะต้องมีจํานวน  

  ซ่ึงทําให้  สําหรับทุก ๆ x ท่ี  หรือ  
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 เพราะฉะน้ัน สําหรับทุก ๆ x ท่ี 0 x δ< <  จะได้ว่า 

     
1 1

N
x δ
> =  

 จากนิยาม 13 จะได้ว่า   
0

1
lim
x x+→

= +∞  

 (ii) กําหนดจํานวนจริงบวก N และเลือก 
1

N
δ =   

 เพราะฉะน้ัน สําหรับทุก ๆ x ท่ี 0xδ− < <  จะได้ว่า 

     
1 1

N
x δ
< − = −  

 จากนิยาม 16 จะได้ว่า 

     
0

1
lim
x x−→

= −∞        

                   

 
 

 
 

ทฤษฎีบท 4.1.33 ถ้า n เป็นจํานวนเต็มบวก จะได้ว่า  

  (i)   

  (ii)  

 

ทฤษฎีบท 4.1.34 ถ้า  หรือ  และ  โดยท่ี c เป็นจํานวน 

  จริงใด ๆ จะได้ว่า 
  (i)  

  (ii) ถ้า  จะได้ว่า  

                      

 

 

ถ้า n เป็นจํานวนคู่ 
 

ถ้า n เป็นจํานวนค่ี 
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ตัวอย่างท่ี 4.1.14 กําหนดให้  ( )
( )2

1

5
f x

x
=

−
 และ ( ) ( )25g x x= −   

  จงหา ( ) ( )
5

lim
x

f x g x
→

⋅    

วิธีทํา จากทฤษฎีบท 23 ในกรณีท่ี 2n =  จะได้ว่า 

   
( )25

1
lim

5x x
+→

= +∞
−

 

 และ  
( )25

1
lim

5x x
−→

= +∞
−

 

 เพราะฉะน้ัน 
( )25

1
lim

5x x→
= +∞

−
 

 และเพราะว่า ( ) ( )2
5 5

lim lim 5 0
x x

g x x
→ →

= − =  

 นอกจากน้ันจะพบว่า ( ) ( ) 1f x g x⋅ =  สําหรับทุก ๆ 5x ≠  

 เพราะฉะน้ัน ( ) ( )
5

lim 1
x

f x g x
→

⋅ =          

ตัวอย่างท่ี 4.1.15 จงหาค่าของ 
22

lim
4x

x

x+→ −
 

วิธีทํา ถ้า 2x >  จะได้ว่า 
2

1

2 24

x x

x xx
= ⋅
+ −−

 

 ให้   ( ) 1
22 1

x
f x

x

x

= =
+ +

 

 และ  ( )
( )

1 1

2 2
g x

x x

−
= =
− −

 

 จากทฤษฎีบท 23 จะได้ว่า ( )
2

lim
x

g x
+→

= −∞  

 นอกจากน้ันยังได้ว่า   ( )
2

1
lim

2x
f x

+→
=  

 ดังน้ัน ( ) ( )[ ]22 2
lim lim

4x x

x
f x g x

x+ +→ →
= ⋅

−
 

          ( )
2

lim
x

g x
+→

=  

          = −∞
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4.2 อนุพันธ์ของฟังก์ชัน (Derivative of Function) 

 การหาอนุพันธ์ของฟังก์ชันมีความสําคัญมากในวิชาแคลคูลัส ซ่ึงถือว่าเป็นหัวใจของวิชาน้ี และเป็นความรู้
ท่ีนําไปสู่การเกิดความรู้อีกหลายสาขา อนุพันธ์มีประโยชน์กว้างขวางในการพิสูจน์ทฤษฎีบทต่างๆ อีกท้ังสามารถ
ประยุกต์ใช้ในเรื่องความชัน ความเร็ว ความเร่ง การหาค่าสูงสุด การหาค่าตํ่าสุด หรือในเรื่องเก่ียวกับเศรษฐกิจ  

 การหาอนุพันธ์ของฟังก์ชันจําแนกฟังก์ชันออกเป็น 2 ลักษณะ คือ การหาอนุพันธ์ของฟังก์ชันพีชคณิต 
และการหาอนุพันธ์ของฟังก์ชันอดิศัย ในท่ีนี้จะกล่าวถึงการหาอนุพันธ์ของฟังก์ชันพีชคณิตอย่างละเอียดเพ่ือ
นําไปใช้ต่อยอดในเน้ือหาต่อไป 

 
4.2.1 การหาอนุพันธ์ของฟังก์ชันพีชคณิต (Differentiation of Algebraic function) 

 

ฟังก์ชันพีชคณิต คือ ฟังก์ชันท่ีค่าของฟังก์ชัน เขียนอยู่ในรูปสัญลักษณ์พีชคณิต ซ่ึงประกอบด้วย 
ค่าคงตัว ตัวแปร และเครื่องหมาย บวก ลบ คูณ หาร รากท่ีสอง กําลัง เป็นต้น เช่น 

3 2( ) 2 3 12f x x x= + + , 3 25 2 1y x x= + + , ( )( )( ) 2 1f x x x= + −  เป็นต้น 

 ก่อนท่ีจะศึกษานิยามและทฤษฎีเก่ียวกับการหาอนุพันธ์ของฟังก์ชัน เรามาทําความรู้จักอนุพันธ์ของ
ฟังก์ชันในความหมายทางเรขาคณิตเสียก่อน ถ้ากําหนดฟังก์ชัน ( )y f x=  และให้จุด ( , )P x y  เป็นจุดบนกราฟ
ของฟังก์ชันดังกล่าว และสมมติให้ว่า ถ้า x  เปลี่ยนเป็น x x+△  แล้วค่า y จะเปลี่ยนเป็น y y+△  
(สัญลักษณ์ x△  และ y△  เรียกว่าส่วนเพ่ิมเติมของ x  (Increment of x ) และส่วนเพ่ิมเติมของ y  

(Increment of y ) ตามลําดับ ซ่ึงอาจจะเป็นบวกหรือลบก็ได้) และให้จุด P′  เป็นจุดบนกราฟท่ีมีพิกัดเป็น 

( ),x x y y+ +△ △  ดังรูป 

 

 
 

 จากรูป ในท่ีนี้    ( )y y f x x+ = +△ △  
และ         ( )y f x=  

 เพราะฉะน้ัน       ( ) ( )y f x x f x= + −△ △  
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ถ้า 0x≠△  จะได้  
( ) ( )y f x x f x

x x

+ −
=

△ △

△ △

 

 

 จากรูปพบว่าอัตราส่วน 
y

x

△

△

 คือความชันของเส้นตรงท่ีผ่านจุด P  และ P′  ในขณะท่ี x 0→△  จะ

พบว่าจุด P′  จะเข้าใกล้จุด P  หรือเส้นตรง PP′  จะเข้าใกล้เส้นตรง PT  ซ่ึงเป็นเส้นสัมผัสกราฟท่ีจุด P   
 

 
 

 
 

 
 
ทฤษฎีบทเก่ียวกับอนุพันธ์ของฟังก์ชัน (Theorems on Derivative) 
 

 ทฤษฎีบทต่อไปน้ีจะทําให้เราสามารถคํานวณหาอนุพันธ์ของฟังก์ชันพีชคณิตได้ 
 

 
 

นิยาม 4.2.1 ให้  เป็นฟังก์ชัน และถ้า  หา

ค่าได้และเป็นจํานวนจริง เราจะเรียกลิมิตนี้ว่า อนุพันธ์ของฟังก์ชัน f หรือ อนุพันธ์ของ y ต่อตัวแปร x  

(Derivative of with respect to x) และเขียนแทนด้วยสัญลักษณ์  หรือ   

     นั่นคือ    (ถ้าลิมิตนี้หาค่าได้) ในกรณีเช่นนี้ เราเรียก f ว่า

เป็นฟังก์ชันท่ีมีอนุพันธ์ท่ีจุด  x  (Differentiable at x) 
 

นิยาม 4.2.2 ถ้าฟังก์ชัน f เป็นฟังก์ชันท่ีมีอนุพันธ์ท่ีจุด x แล้วอนุพันธ์  ความชันของ

เส้นสัมผัสกราฟของ f ท่ีจุด  
 

นิยาม 4.2.3 ถ้า f เป็นฟังก์ชันท่ีมีอนุพันธ์ท่ีจุด x ความชันของกราฟของ f ท่ีจุด  คือ ความชัน

ของเส้นสัมผัสกราฟของ f ท่ีสัมผัสท่ีจุด   

                นั่นคือ ความชันของกราฟของ f ท่ีจุด  

ทฤษฎีบท 4.2.1 อนุพันธ์ของค่าคงตัวมีค่าเท่ากับศูนย์ 
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ทฤษฎีบท 4.2.2 ถ้า n เป็นจํานวนเต็มบวก และ  จะได้ว่า 
 

 

ทฤษฎีบท 4.2.3 ถ้า  เป็นฟังก์ชันท่ีมีอนุพันธ์ท่ีจุด x และ c เป็นค่าคงตัวใดๆ จะได้ว่า  

 

 

ทฤษฎีบท 4.2.4 ถ้า n เป็นจํานวนเต็มบวก และ c เป็นค่าคงตัวใดๆ เพราะฉะนั้นฟังก์ชัน  จะเป็น

ฟังก์ชันท่ีมีอนุพันธ์ สําหรับทุกๆ x และ  

ทฤษฎีบท 4.2.4  ถ้า f และ g เป็นฟังก์ชันท่ีมีอนุพันธ์ท่ีจุด x และ  จะได้ว่า S จะเป็น

ฟังก์ชันท่ีมีอนุพันธ์ท่ีจุด x  และ  

 

บทแทรก 4.2.5  ถ้า  โดยท่ี  เป็นฟังก์ชันท่ีมีอนุพันธ์ท่ีจุด x 

จะได้ว่า S จะเป็นฟังก์ชันท่ีมีอนุพันธ์ท่ีจุด x และ
 

 

 

บทแทรก 4.2.6  ถ้า f เป็นฟังก์ชันโพลิโนเมียล   
       โดยท่ี n เป็นจํานวนเต็มบวกหรือศูนย์ และ  เป็นจํานวนใดๆ จะได้ว่า 
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ตัวอย่าง 4.2.1 จงหา 
dy

dx
 เม่ือ 5 3 23 2 3 10y x x x= + − +  

วิธีทํา เน่ืองจาก    5 3 23 2 3 10y x x x= + − +  

 จะได้ว่า  5 3 23 2 3 10
dy d d d d

x x x
dx dx dx dx dx
= + − +  

   ( ) ( ) ( )4 23 5 2 3 3 2 0
dy

x x x
dx
= + − +  

   4 215 6 6
dy

x x x
dx
= + −  

 เพราะฉะน้ัน 4 215 6 6
dy

x x x
dx
= + −         

 

 

ตัวอย่าง 4.2.2 กําหนดให้ ( )( )22 3 1y x x x= − +  จงหา 
dy

dx
 

วิธีทํา  เน่ืองจาก y เป็นผลคูณของสองฟังก์ชัน จากทฤษฎีบทจะได้ว่า 

   ( ) ( ) ( ) ( )2 22 3 1 3 1 2
dy d d

x x x x x x
dx dx dx
= − + + + −  

      ( )( ) ( )( )22 3 3 1 4 1x x x x= − + + −  

          ( ) ( )2 26 3 12 1x x x x= − + + −  

          218 2 1x x= − −  

 ดังน้ัน 218 2 1
dy

x x
dx
= − −          

 

ทฤษฎีบท 4.2.7 ถ้า u และ v เป็นฟังก์ชันท่ีมีอนุพันธ์ท่ีจุด x จะได้ว่าผลคูณ  จะเป็นฟังก์ชันท่ีมี

อนุพันธ์ท่ีจุด x  และ   
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ตัวอย่าง 4.2.3 กําหนดให้ 
( )
( )

3 22 1

1

x x
y

x

− +
=

−
 จงหา 

dy

dx
 

วิธีทํา  เน่ืองจาก y เป็นฟังก์ชันผลหาร จากทฤษฎีบท จะได้ว่า 

  
( ) ( ) ( ) ( )

[ ]

3 2 3 2

2

1 2 1 2 1 1

1

d d
x x x x x x

dy dx dx
dx x

− − + − − + −
=

−
 

     
( )( ) ( )( )

[ ]

2 3 2

2

1 3 4 2 1 1

1

x x x x x

x

− − − − +
=

−
 

     
[ ]

3 2 3 2

2

3 7 4 2 1

1

x x x x x

x

− + − + −
=

−
 

     
[ ]

3 2

2

2 5 4 1

1

x x x

x

− + −
=

−
 

       

       

( ) ( )

[ ]

− −
=

−

2

2
1 2 1

1

x x

x
 

     2 1x= −  
   

 ดังน้ัน 2 1
dy

x
dx
= −           

 

 
 
 

ทฤษฎีบท 4.2.8 ถ้า และ  เป็นฟังก์ชันท่ีมีอนุพันธ์ และถ้า  โดยท่ี  

จะได้ว่า 

      

 

ทฤษฎีบท 4.2.9 ให้ n เป็นจํานวนเต็มบวก และ  โดยท่ี  จะได้ว่า 
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ตัวอย่าง 4.2.4 กําหนดให้ 
3 2

2 1 3
( )f x

xx x
= + +  โดยท่ี 0x≠  จงหา ( )f x′  

วิธีทํา เน่ืองจาก    
3 2

2 1 3
( )f x

xx x
= + +  เปลี่ยนรูป จะได้ 

     3 2 1( ) 2 3f x x x x− − −= + +  จากทฤษฎีบท จะได้ว่า 

      ( )( ) ( )( ) ( )( )3 1 2 1 1 1( ) 2 3 2 3 1f x x x x− − − − − −′ = − + − + −  

    4 3 2( ) 6 2 3f x x x x− − −′ =− − −  

 ดังน้ัน 
4 3 2

6 2 3
( )f x

x x x

−
′ = − −         

 
 

 

หมายเหตุ จากกฎลูกโซ่ เราอาจจะกล่าวว่าถ้า ( )y f u=  และ ( )u g x=  จะได้ว่า 
dy dy du

dx du dx
= ⋅  

 

ตัวอย่าง 4.2.5 กําหนดให้ 
63 2( ) 5 4 1f x x x x = − + −  
 จงหา ( )f x′  

วิธีทํา จากทฤษฎีบท และโจทย์ท่ีกําหนดให้ ในท่ีนี้ ( )
6

( )f x u x =    และ 3 25 4 1u x x x= − + −  

 จะได้ว่า  ( ) ( ) ( )
5

6f x u x u x ′ ′= ⋅   

       ( )
53 2 3 26 5 4 1 5 4 1
d

x x x x x x
dx

 = − + − ⋅ − + −  
 

       ( ) ( )
53 2 26 5 4 1 3 10 4x x x x x= − + − ⋅ − +  

ทฤษฎีบท 4.2.10  [กฎลูกโซ่ (Chain Rule)] 
สมมติให้ f, g และ u เป็นฟังก์ชันโดยท่ี  และสมมติให้ g และ u เป็น
ฟังก์ชันท่ีมีอนุพันธ์ จะได้ว่า f จะเป็นฟังก์ชันท่ีมีอนุพันธ์ และ 

    

หรือ    

บทแทรก 4.2.11  ถ้า  โดยท่ี n เป็นจํานวนเต็มจะได้ว่า  
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 ดังน้ัน ( ) ( ) ( )
53 2 26 5 4 1 3 10 4f x x x x x x′ = − + − ⋅ − +    

             
 

แบบฝึกหัด  

1. กําหนดให้ ( )
2 4

2

x
f x

x

−
=

−
 จงพิสูจน์ว่า ( )

2
lim 4
x

f x
→

=  

2. จงหาค่าของลิมิตต่อไปน้ี 

 2.1 ( )
1

lim 4 1
x

x
+→

−     2.3 ( )2

2
lim 3 1
x

x x
→

− +  

 2.2 
3

31

1
lim

1x

x

x
−→

−

−
     2.4 

( )2 2

lim
h

x h x

h→∞

− −
 

3. จงพิสูจน์ว่า 
2

2 5 1
lim

6 4x

x

x→

−
=

−
 

 
4. จงอาศัยทฤษฎีบทเก่ียวกับลิมิตหาค่าของลิมิตต่อไปน้ี 

 4.1 ( )2

2
lim 4 3
x

x x
→

+ −    4.3 
2

22

2
lim

4x

x x

x→

+ −

−
 

 4.2 
2

2 5
lim

3 2x

x

x→

+
−

     4.4 
5

2

32
lim

2x

x

x→

−
−

 

5. จงตรวจสอบดูว่าฟังก์ชันท่ีกําหนดให้ต่อไปน้ีต่อเน่ืองท่ีจุดท่ีกําหนดให้หรือไม่ เพราะเหตุใด 

 5.1  ( ) 3 2   ;    1,0f x x x= + =  5.3 ( ) 2    ;    2f x x x= = −  

 5.2  ( )
        ;   0

1     ;   0

x x
f x

x x

− ≥
= 

− <
  5.4 ( ) 3    ;   3f x x x= − =  

 
6. จงหาลิมิตด้านเดียวของฟังก์ชันต่อไปน้ี 

 6.1 
1

1
lim

1x

x

x+→

−

−
     6.3 

20

1
lim 1
x x+→

+  

 6.2 
2

22

4
lim

2h

x

x x
−→

−

+ −
   6.4 

1
lim 1
x

x
+→
−  

7. จงหาลิมิตของฟังก์ชันท่ีกําหนดให้ (ถ้ามี) และวาดกราฟของฟังก์ชันน้ันๆ ในกรณีท่ีไม่มีลิมิต จงหาลิมิตทางซ้าย
และทางขวา (ถ้ามี) 
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 7.1 ( )
6    ;   3

  
                ;  3

x x
f x

x x

− + ≤
= 

>
  จงหา ( )

3
 lim   
x

f x
→

 และ ( )
1

lim
x

f x
→

 

 7.2 ( )
        ;   0

   1
     ;  0

 

x x

g x
x

x

<


= 
>

      จงหา ( )
0

 lim  
x

g x
→

 

8. จงหาลิมิตด้านเดียวของฟังก์ชันต่อไปน้ี 

 8.1 
2 4

lim
3 1x

x

x→∞

+
+

     8.3 
2

2

2 1
lim

1x

x

x→+∞

−

+
 

 8.2 
0

1
lim
x

x

x+→

+
    8.4 

2

2

4
lim

2x

x

x+→

−
−

 

 8.5 
2 4

lim
2x

x

x→−∞

+
+

 


