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บทท่ี 2  
ความรู้พ้ืนฐานของฟังก์ชันอดิศัย 

 
 ความรู้พ้ืนฐานของฟังก์ชันอดิศัย (transcendental function) มีความสําคัญและจําเป็นในการนําไป
ประยุกต์ใช้กับการคํานวณทางวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี ซ่ึงเป็นฟังก์ชันท่ีไม่ใช่ฟังก์ชันพีชคณิต (algebraic 
function) ฟังก์ชันอดิศัยประกอบด้วย ฟังก์ชันชี้กําลัง ฟังก์ชันลอการิทึม ฟังก์ชันตรีโกณมิติ ฟังก์ชันไฮเพอร์โบ
ลิก เป็นต้น ในเน้ือหาน้ีจะกล่าวถึงเฉพาะบางฟังก์ชันท่ีเรามักพบบ่อยและสามารถนําไปประยุกต์ใช้กับฟังก์ชัน
อดิศัยอ่ืนๆ ได้  
 
2.1 ฟังก์ชันเลขช้ีกําลังและลอการิทึม (Exponential and Logarithmic Functions) 
 
 2.1.1 ฟังก์ชันเลขช้ีกําลัง (Exponential Function) 
 

 
  
 โดยท่ัวไปการเขียนฟังก์ชัน เรามักจะกําหนดให้ ( )y f x=  หรือใช้อักษรอ่ืนๆ แทน f เช่น g, h, F, 
G, H (ในทํานองเดียวกันตัวแปร x และ y สามารถใช้อักษรอ่ืนๆ แทนได้เช่นกัน) เช่น 

(1) จากฟังก์ชันเลขชี้กําลัง 2 xy=    เขียนแทนด้วย ( ) 2 xf x =   

(2) จากฟังก์ชันเลขชี้กําลัง 3 xy=   เขียนแทน ( ) 3 xg x =  

(3) จากฟังก์ชันเลขชี้กําลัง 
1

2

t

y
 =   

  เขียนแทน 
1

( )
2

t

F t
 =   

 

 
กราฟของฟังก์ชันเลขช้ีกําลัง 
  กราฟของฟังก์ชันเลขชี้กําลังมี 2 แบบ คือ 
   ให้ ( )y f x= เป็นฟังก์ชันใดๆ ถ้า x (ตัวแปรต้น) มีค่าเพ่ิมข้ึน แล้ว y (ตัวแปรตาม) มีค่า

เพ่ิมข้ึนด้วยเสมอ เราเรียกฟังก์ชันท่ีมีสมบัตินี้ว่า ฟังก์ชันเพ่ิม (increasing function) 
 ให้ ( )y f x= เป็นฟังก์ชันใดๆ ถ้า x (ตัวแปรต้น) มีค่าเพ่ิมข้ึน แต่ y (ตัวแปรตาม) มีค่า

ลดลง เราเรียกฟังก์ชันท่ีมีสมบัตินี้ว่า ฟังก์ชันลด (decreasing function) 

พิจารณาตารางของฟังก์ชันเลขชี้กําลัง  y = 2x  ต่อไปน้ี 

บทนิยาม 2.1.1 ให้ x เป็นตัวแปรต้น y เป็นตัวแปรตาม และ a เป็นค่าคงตัวใดๆ ท่ี ,           
            ฟังก์ชันเลขชี้กําลังเขียนอยู่ในรูป    

 
            เรียก a ว่า ฐาน (base) ซ่ึงเป็นค่าคงตัว 
            เรียก x ว่า เลขช้ีกําลัง (exponent) ซ่ึงเป็นตัวแปร 
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x 1 2 3 4 5 6 x เพ่ิมข้ึน 

y 2 4 8 16 32 64 y เพ่ิมข้ึน 
 

กราฟของฟังก์ชันเลขชี้กําลัง y = 2x  เป็นดังน้ี 

 

พิจารณาตารางของฟังก์ชัน 
1

( )
2

x

f x
 =   

 ต่อไปน้ี 

x 1 2 3 4 5 6 x เพ่ิมข้ึน 

y 
1

2
 

1

4
 

1

8
 

1

16
 

1

32
 

1

64
 y ลดลง 

กราฟของฟังก์ชัน 
1

( )
2

x

f x
 =   

เป็นดังน้ี 
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สมบัติของฟังก์ชันเลขช้ีกําลัง (Properties of Exponential Function)  
   ให้  a, b, x และ y เป็นจํานวนจริงใด ๆ ท่ีไม่เป็นศูนย์  จะได้ว่า 
   PE1. x y x ya a a +⋅ =  

   PE2. 
x

x y

y

a
a

a

−=  

   PE3. ( )
yx xya a=  

   PE4. ( )
x x xa b a b⋅ = ⋅  

   PE5. 
x x

x

a a

b b

  =  
 

   PE6. 
1x

x
a

a

− =  หรือ 
1

x

a

    
 

   PE7. 0 1a =  
 
นอกจากน้ียังมีฟังก์ชันชี้กําลังฐาน e ซ่ึง e = 2.718281828… หรือค่าโดยประมาณ 2.71828 
 
  

ตัวอย่าง 2.1.1 จงแก้สมการ 4 16x =  
วิธีทํา  จากโจทย์ กําหนดให้ 4 16x =  
 จัดรูปใหม่เป็น 

     24 4x =  
 น่ันคือ  x = 2     
                 � 

ตัวอย่าง 2.1.2 จงแก้สมการ 3 1 1
4

16
x

x

− =  
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วิธีทํา   จากโจทย์ กําหนดให้     3 1 1
4

16
x

x

− =  

 จัดรูปใหม่เป็น 
    3 14 16x x− −=  

    ( )3 1 24 4
xx −− =  

    3 1 24 4x x− −=  
    ดังน้ัน จะได้       3 1 2x x− =−  
    3 2 1x x+ =  

             5 1x=  

     
1

5
x=  

น่ันคือ 
1

5
x=  

                 � 
ตัวอย่าง 2.1.3  จงแก้สมการ 2 13 4 3 27 0x x+− ⋅ + =  
วิธีทํา   จากโจทย์ กําหนดให้ 2 13 4 3 27 0x x+− ⋅ + =  
 จัดรูปใหม่เป็น 

   ( )
2 13 4 3 3 27 0x x− ⋅ ⋅ + =  

      ( )
2

3 12 3 27 0x x− ⋅ + =  

          ( )( )3 3 3 9 0x x− − =  

  ดังน้ัน จะได้      3 3 0x − =     หรือ 3 9 0x − =  
             

13 3x =       23 9 3x = =  
           1x=        2x=  
 

 ดังน้ัน 1x=  หรือ 2 
                 � 
ตัวอย่าง 2.1.4  จงแก้สมการ    28 4x x+ =  
วิธีทํา  จากโจทย์ กําหนดให้  28 4x x+ =  
 จัดรูปใหม่เป็น 

    ( ) ( )
23 22 2

x x+
=  

   ( )
( )

( )
3 2 2

2 2
x x+
=  

 ดังน้ัน จะได้ว่า    ( )3 2 2x x+ =  
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        3 6 2x x+ =  
       3 2 6x x− =−  
                6x=−  
 

น่ันคือ  6x=−  
                 � 
 
ตัวอย่าง  2.1.5  จงแก้สมการ    12 2 1 0x x+− + =   
วิธีทํา จากโจทย์ กําหนดให้  12 2 1 0x x+− + =  
 จัดรูปใหม่เป็น 
    12 2 2 1 0x x− ⋅ + =  
     2 2 2 1 0x x− ⋅ + =  
      ( )1 2 2 1 0x− + =  

             2 1 0x− + =  
                         1 2 x=  
                 

02 2 x=  
      0x=  
 น่ันคือ 0x=  
             � 
 

2.1.2 ฟังก์ชันลอการิทึม (Logarithmic Function) 
 

 
 
 จากฟังก์ชันชี้กําลัง xy a= , 0a>  และ 1a≠  ฟังก์ชันผกผันของฟังก์ชันชี้กําลัง ซ่ึงเป็นฟังก์ชัน

ลอการิทึม คือ 

    
yx a=  โดยท่ี 0a>  และ 1a≠  

และ    logay x=  

 โดยท่ัวไปมักเขียนให้อยู่ในรูป ( ) logay f x x= =   
 สมบัติของฟังก์ชันลอการิทึมฐาน a 
 
  logay x=  ก็ต่อเม่ือ yx a=  

บทนิยาม 2.1.2 ฟังก์ชันลอการิทึมเป็นฟังก์ชันผกผัน (inverse function) ของฟังก์ชันเลขชี้กําลัง  
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 เช่น  
  3log 8 3=    ก็ต่อเม่ือ  

38 2=  

  3log 9 2=    ก็ต่อเม่ือ  
29 3=  

  3

1
log 1

3
=−  ก็ต่อเม่ือ  

11
3

3
−=  

  3log 2x=    ก็ต่อเม่ือ  23x=  

  log 5a b=    ก็ต่อเม่ือ  5b a=  
 เป็นต้น 
 
ตัวอย่าง 2.1.6 จงหาค่าของ 2log 16 y=   
วิธีทํา กําหนดให้  2log 16 y=  

 จะได้         16 2 y=  
                   42 2 y=  
 ดังน้ัน จะได้ 4y=  
 น่ันคือ 2log 16 4=  

            � 

ตัวอย่าง 2.1.7 จงหาค่าของ 1

9

1
log

81
 

วิธีทํา   กําหนดให้  1

9

1
log

81
y=  

            จะได้ 

      
1 1

81 9

y
 =   

 

   
2

1 1

9 9

y
     =       

 

 ดังน้ัน 2y=   

 น่ันคือ 1

9

1
log 2

81
=  

            � 
ตัวอย่าง 2.1.8 จงหาค่าของ 1

3

log 81  

วิธีทํา กําหนดให้  1

3

log 81 y=  
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 จะได้ 

   
1

81
3

y
 =   

 

   43 3 y−=     หรือ   
4

1 1

3 3

y−
     =       

 

 ดังน้ัน จะได้ 4y=−  
 น่ันคือ 1

3

log 81 4=−  

            � 

ตัวอย่าง 2.1.9 จงหาค่าของ 5

1
log

125
 

วิธีทํา    กําหนดให้   5

1
log

125
y=  

 จะได้    
1

5
125

y=  

     
3

1
5

5
y=  

    35 5y− =  
 ดังน้ัน จะได้ 3y=−  

 น่ันคือ 5

1
log 3

125
=−  

            � 
 
 กราฟของฟังก์ชันลอการิทึม 

  ฟังก์ชันลอการิทึม logay x=  เป็นฟังก์ชันเพ่ิม (increasing function) เม่ือ 1a>  
  ฟังก์ชันลอการิทึม logay x= เป็นฟังก์ชันลด (decreasing function) เม่ือ 0 1a< <  
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       1a>       0 1a< <  
 
 เปรียบเทียบกราฟของฟังก์ชันลอการิทึมกับกราฟของฟังก์ชันเลขชี้กําลัง 
 

              
    0 1a< <             1a>  
 
 สมบัติของฟังก์ชันลอการิทึม (Properties of Logarithmic Function) 
    กําหนดให้ 0, 0, 0x y a> > >  และ 0a≠  สมบัติต่อไปน้ีเป็นจริง 
    PL1. log log loga a axy x y= +  

    PL2. log log loga a a

x
x y

y
= −  

    PL3. log logn

a ax n x= ⋅  เม่ือ n เป็นจํานวนจริงใดๆ 
    PL4. log 1a a=  
    PL5. log 1 0a =  

    PL6. 
log

log
log

b
a

b

x
x

a
=  เม่ือ 0b>  และ 1b≠  
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    PL7. 
1

log logn aa
x x

n
= ⋅  เม่ือ n เป็นจํานวนจริงใดๆ และ 1n≠   

    PL8. 1log loga
a

x x=−   

    PL9. 
1

log
loga

x

x
a

=  เม่ือ 1x≠  

    PL10. loga xa x=  
 
ตัวอย่าง 2.1.10 จงหาค่าของ 7log 343  
วิธีทํา จากโจทย์กําหนดให้ 7log 343  
 จะได้ว่า 
    3

7 7log 343 log 7=  
       73 log 7= ⋅  

       3 1= ⋅  
       3=  
 น่ันคือ 7log 343 3=  
   
            � 
ตัวอย่าง 2.1.11 จงหาค่าของ 8log 32  
วิธีทํา จากโจทย์กําหนดให้ 8log 32  
 จะได้ว่า 
    3

5
8 2

log 32 log 2=  

     
5

2
3

2

log 2

log 2
=  

     2

2

5 log 2

3 log 2

⋅
=
⋅

 

     
5

3
=  

 น่ันคือ 8

5
log 32

3
=  

            � 
 
ตัวอย่าง 2.1.12 จงหาค่าของ 16log 2  
วิธีทํา จากโจทย์กําหนดให้ 16log 2  
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 จะได้ว่า 
     416 2

log 2 log 2=  

     2

1
log 2

4
= ⋅  

     
1

1
4

= ⋅  

     
1

4
=  

 น่ันคือ 16

1
log 2

4
=  

            � 
ตัวอย่าง 2.1.13 จงหาค่าของ 1

3

log 81  

วิธีทํา จากโจทย์กําหนดให้ 1

3

log 81  

 จะได้ว่า 
    1

4
1 3
3

log 81 log 3−=  

     3

4
log 3

1
= ⋅
−

 

     34 log 3=− ⋅  

     4 1=− ⋅  
 น่ันคือ 1

3

log 81 4=−  

            � 
ตัวอย่าง 2.1.14 จงหาค่าของ 12 12log 4 log 3+  
วิธีทํา จากโจทย์กําหนดให้ 12 12log 4 log 3+  
 จะได้ว่า 
    12 12 12log 4 log 3 log 4 3+ = ⋅  
          12log 12=  

        1=  
 น่ันคือ 12 12log 4 log 3 1+ =  

            � 
ตัวอย่าง 2.1.15 จงหาค่าของ 3log 129  
วิธีทํา จากโจทย์กําหนดให้ 3log 129  
 จะได้ว่า 
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    ( )33 2 log 12log 129 3=  

             
2

3log 123=  
             212=  
 น่ันคือ 3log 129 144=  
            � 
ตัวอย่าง 2.1.16 จงหาค่าของ 7 7log 147 log 3−  
วิธีทํา จากโจทย์กําหนดให้ 7 7log 147 log 3−  
 จะได้ว่า 

    7 7 7

147
log 147 log 3 log

3
− =  

         7log 49=  

         2
7log 7=  

         72 log 7= ⋅  

         2 1= ⋅  
 น่ันคือ 7 7log 147 log 3 2− =  

            � 
 ลอการิทึมสามัญ (Common Logarithms) 
 

 
 
 ลอการิทึมสามัญ 10log x  นิยมเขียนแทนด้วย log x  
 เช่น 10log 12  นิยมเขียนแทนด้วย log12  

  10

3
log

4
 นิยมเขียนแทนด้วย 

3
log

4
   

 เป็นต้น 

ตัวอย่าง 2.1.17 จงหาค่าของ ( )
log 3

0.1  

วิธีทํา จากโจทย์กําหนดให้ ( )
log 3

0.1  

 จะได้ว่า 

    ( ) ( )
log 3log 3 10.1 10−=  

     ( ) ( )
log 3log 3 10.1 10−=  

         ( )
log 3

10
−

=  

บทนิยาม 2.1.3 ลอการิทึมสามัญ คือ ลอการิทึมท่ีมีฐาน เท่ากับ 10  
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         ( )
1log 3

10
−

=  

         13−=  

 น่ันคือ ( )
log 3 1

0.1
3

=  

            � 
 ลอการิทึมธรรมชาติ (Natural Logarithms) 
 

 
 
 ลอการิทึมธรรมชาติ หรือเรียกอีกอย่างว่า ลอการิทึมแบบเนเปียร์ (Napierian Logarithms) 
กําหนดให้แทนด้วยสัญลักษณ์ lnN  
 
 น่ันคือ log lne N N=  
 
 การหาค่าลอการิทึมธรรมชาติ  
 
    ใช้สมบัติได้เหมือนกับลอการิทึมฐานท่ัวๆไป หรือใช้การเปิดตารางหาค่าก็ได้ 
 

 1. ใช้ตารางลอการิทึมสามัญ 
    จะต้องเปลี่ยนลอการิทึมธรรมชาติให้เป็นลอการิทึมสามัญ ดังน้ี 

  
log

ln
log

N
N

e
=  

  
1 1

ln log ; 2.3026
log log

N N
e e

= ≈  

  ln 2.3026 logN N= ⋅  
 

 2. ใช้ตารางลอการิทึมธรรมชาติ 
          เปิดหาค่า lnN  ถ้า 1N < หรือ 10N > เราจะต้องเปลี่ยน N ให้อยู่ในช่วง 01 10N≤ ≤  
ดังน้ี 

    ( )0ln ln 10nN N= ×  

    0ln ln ln10nN N= +  
    0ln ln ln10N N n= + ⋅  
ตัวอย่าง 2.1.18 จงหาค่าของ ln13  
วิธีทํา จากโจทย์กําหนดให้ สามารถหา ln13  ได้ 2 แบบ ดังน้ี 
 แบบท่ี 1 ใช้ตารางลอการิทึมสามัญ 

บทนิยาม 2.1.4 ลอการิทึมธรรมชาติ คือ ลอการิทึมท่ีมีฐาน เท่ากับ e โดยท่ี e มีค่าประมาณ  2.71828 
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  จะได้ว่า 
    ( )= ⋅ln13 2.3026 log13  
           ( ) ( )= ⋅ ×2.3026 log 1.3 10  
           ( )( )= +2.3026 log1.3 log10  
           ( )( )= +2.3026 log1.3 1  
           ( )( )= +2.3026 0.1139 1  
           = 2.5648  
 แบบท่ี 2 ใช้ตารางลอการิทึมธรรมชาติ 
  จะได้ว่า 
    ( )= ×ln13 ln 1.3 10  
           = +ln1.3 ln10  
           = +0.2624 2.3026  
           = 2.5650  
 จากการหาค่าของ ln13  ท้ัง 2 แบบ พบว่าคําตอบท่ีได้มีค่าโดยประมาณเท่ากัน 
 น่ันคือ ≈ln13 2.5650  
            � 
2.2 ฟังก์ชันตรีโกณมิติ (Trigonometric Function) 
 ในส่วนน้ีจะอธิบายเก่ียวกับมุมและการวัดมุม นิยามและสมบัติของฟังก์ชันตรีโกณมิติ การหาค่าของ
ฟังก์ชันตรีโกณมิติ การแก้ปัญหาของสมการตรีโกณมิติ และกราฟของฟังก์ชันตรีโกณมิติ 
 
 2.2.1 มุมและการวัดมุม (Angles and angles measure) 
 การศึกษาฟังก์ชันตรีโกณมิติจะเก่ียวข้องกับมุมท้ังสองหน่วยคือมุมในหน่วยองศาและหน่วยเรเดียน  
มุมเกิดจาก 3 ส่วนประกอบกัน คือ ด้านเริ่มต้น (Initial side) จุดยอด (Vertex) และด้านสิ้นสุด (Terminal 
side) ดังรูป  

 
 มุมเกิดจากการหมุนรังสีท่ีจุดปลายของรังสี ตําแหน่งเริ่มต้นของรังสีเรียกว่าด้านเริ่มต้นของมุม และ
ตําแหน่งของรังสีหลังจากการหมุนเรียกว่า ด้านสิ้นสุด  จุดเริ่มต้นของรังสีท้ังสองเรียกว่าจุดยอดมุม  เรา
สามารถวางมุมบนระบบพิกัดฉากได้พอดีโดยให้จุดกําเนิดเป็นจุดยอด  และด้านเริ่มต้น 
ซ้อนทับบนแกน X ทางด้านบวก  มุมท่ีจัดวางแบบน้ีเรียกว่า มุมในตําแหน่งมาตรฐาน (Standard position) 
มุมบวก (Positive angles) คือ มุมท่ีเกิดจากการหมุนด้านเริ่มต้นในทิศทางทวนเข็มนาฬิกา  มุมลบ 

ด้านเร่ิมต้น จุดยอดมุม 
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(Negative angles) คือ มุมท่ีเกิดจากการหมุนด้านเริ่มต้นในทิศทางตามเข็มนาฬิกา ชื่อของมุมนิยมเขียน
แทนด้วยอักษรกรีก เช่นα β γ θ, , ,  เป็นต้น หรืออักษรตัวพิมพ์ใหญ่ A,B,C,D  เป็นต้น และเราจะเรียกมุมท่ี
มีด้านเริ่มต้นและด้านสิ้นสุดคู่เดียวกันว่ามุมร่วมแขนคู่ (Coterminal) 

 
 
 พิจารณา θ เป็นมุมศูนย์กลางวงกลมรัศมี ( r ) 1 หน่วย การวัดมุมเรเดียนก็คือความยาวของส่วนโค้ง
ของเซคเตอร์ เพราะว่าความยาวเส้นรอบวงของวงกลม เท่ากับ π2 r ดังน้ันความยาวเส้นรอบวงของวงกลม
รัศมี 1 หน่วย เท่ากับ π2 น่ันคือ π°=360 2 เรเดียน 
 การวัดเรเดียนของมุม θ  คือความยาวส่วนโค้งเซคเตอร์รัศมี r  น่ันคือ θ=s r  ดังรูป 

                          
                            θ=s       θ=s r  
 สิ่งท่ีควรรู้คือการแปลงมุมร่วมระหว่างมุมองศากับมุมเรเดียนโดยใช้ความจริงท่ีว่า π° =180
เรเดียน จะได้ดังรูป 
 

มุมลบ 

มุมบวก 

    

 
 



เอกสารประกอบการสอน อ.สมจิตร บุญเทียม 22 
 

 

 
ตัวอย่าง 2.2.1 การแปลงระหว่างมุมองศากับเรเดียน 

ก. °=40 (40 องศา) 
π    

 เรเดียน

180 องศา
=
π2

9
 

ข. − °=270 (− °270 องศา) 
π    

 เรเดียน

180 องศา
=

π
−

3

2
 

ค. 
π
−  เรเดียน

2
=  

π −   
 เรเดียน

2 π

180 องศา

 เรเดียน
=− °90  

ง. 
π9

 เรเดียน
2

=  
π    

9
 เรเดียน

2 π

180 องศา

 เรเดียน
= 810°  

            � 
 
 2.2.2 นิยามและเอกลักษณ์ของฟังก์ชันตรีโกณมิติ 
  มีวิธีการศึกษาฟังก์ชันตรีโกณมิติท่ัวไปมี 2 วิธี ดังน้ี วิธีท่ี 1 คือ ฟังก์ชันตรีโกณมิติท่ีนิยามด้วย
อัตราส่วนของ 2 ด้านของสามเหลี่ยมมุมฉาก วิธีท่ี 2 คือ ฟังก์ชันตรีโกณมิติท่ีนิยามในพจน์ของจุดบนด้าน
สิ้นสุดของสามเหลี่ยมในตําแหน่งมาตรฐาน (Standard position) กําหนดฟังก์ชันตรีโกณมิติ 6 ฟังก์ชัน คือ 
ไซน์ (Sine) โคไซน์ (Cosine) แทนเจนต์ (Tangent) โคแทนเจนต์ (Cotangent) ซีแคนต์ (Secant) และโคซี
แคนต์ (Cosecant) ซ่ึงนิยามได้ 2 แบบ คือ นิยามด้วยสามเหลี่ยมมุมฉากและนิยามด้วยฟังก์ชันวงกลมต่อไปน้ี 

  กําหนดสามเหลี่ยมมุมฉากท่ีมีมุมมุมหน่ึงเป็น θ  ซ่ึง 0
2

π
θ< <   ดังรูป 
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  นิยามฟังก์ชันตรีโกณมิติจากอัตราส่วนของ 2 ด้านของสามเหลี่ยมมุมฉาก ดังน้ี 
 

sinθ= 
ด้านตรงข้ามุมθ  

cosθ=  
ด้านประชิดมุม θ  

tanθ= 
ด้านตรงข้ามุมθ  

ด้านตรงข้ามมุมฉาก ด้านตรงข้ามมุมฉาก ด้านประชิดมุม θ  

cscθ=  
ด้านตรงข้ามมุมฉาก 

secθ=  
ด้านตรงข้ามมุมฉาก 

cotθ=  
ด้านประชิดมุม θ  

ด้านตรงข้ามุมθ  ด้านประชิดมุม θ  ด้านตรงข้ามุมθ  
  
  กําหนดให้ θ  เป็นมุมใดๆ ในวงกลมรัศมี r  หน่วย ดังรูป 

 
  
 นิยามฟังก์ชันตรีโกณมิติด้วยฟังก์ชันของวงกลม ดังน้ี 
 

sinθ= 
y

r
 cosθ=  

x

r
 tanθ= 

y

x
 

cscθ=  
r

y
 secθ=  

r

x
 cotθ=  

x

y
 

ด้านประชิดมุม  

ด้า
นต

รง
ข้า

มมุ
ม 

 

  



เอกสารประกอบการสอน อ.สมจิตร บุญเทียม 24 
 

เอกลักษณ์ของฟังก์ชันตรีโกณมิติ 
 
เอกลักษณ์พีธาโกรัส 
 (Pythagorean identities) 

2 2sin cos 1θ θ+ =  
2 2tan 1 secθ θ+ =  
2 2co t 1 sccθ θ+ =  

การรวมหรือผลต่างของมุม 2 มุม  
(Sum or Difference of two angles) 
( )sin sin cos cos sinθ φ θ φ θ φ± = ±  

( )cos cos cos sin sinθ φ θ φ θ φ± = ∓  

( )
tan tan

tan
1 tan tan

θ φ
θ φ

θ φ

±
± =

∓
 

กฎของโคไซน์ (Law of Cosine) 
2 2 2 2 cosa b c bc A= + −  

 
สูตรลดทอน (Reduction formulas) 
( )sin sinθ θ− =−

( ) ( )sin sinθ θ π=− −  

( )cos cosθ θ− =  

( )cos cosθ θ π=− −  

( )n tanta θ θ− =−  

( ) ( )n tanta θ θ π= −  

สูตรครึ่งมุม (Half-Angle formulas) 

( )2 1
sin 1 cos2

2
θ θ= −  

( )2 1
cos 1 cos2

2
θ θ= +  

สูตรสองเท่าของมุม (Double-Angle formulas) 
sin2 2sin cosθ θ θ=  

2cos2 2cos 1θ θ= −  
          21 2sin θ= −  
          2 2cos sinθ θ= −  
เอกลักษณ์ส่วนกลับ (Reciprocal Identities) 

1
csc

sin
θ

θ
=  

1
s c

cos
e θ

θ
=  

1
cot

tan
θ

θ
=  

เอกลักษณ์ผลหาร (Quotient Identities) 
sin

tan
cos

θ
θ

θ
=  

cos
cot

sin

θ
θ

θ
=  

 
 

 2.2.3 การหาค่าของฟังก์ชันตรีโกณมิติ 
  การหาค่าของฟังก์ชันตรีโกณมิติมี 2 วิธี คือ วิธีท่ี 1 เป็นการประมาณค่าทศนิยมด้วยเครื่อง
คํานวณ (หรือตารางค่าตรีโกณมิติ) และวิธีท่ี 2 เป็นการหาค่าแม่นตรงโดยใช้เอกลักษณ์ตรีโกณมิติและสูตร
เรขาคณิต ขณะท่ีใช้เครื่องคํานวณเพ่ือหาค่าฟังก์ชันตรีโกณมิติ ควรจําเพ่ือเซตเครื่องคํานวณในโหมดท่ี
เหมาะสม (โหมดองศาหรือเรเดียน) 
 

ตัวอย่างท่ี 2.2.2 จงหาค่าแม่นตรงของฟังก์ชันไซน์ โคไซน์ และแทนเจนต์ ของมุม 
3

π
 เรเดียน 



เอกสารประกอบการสอน อ.สมจิตร บุญเทียม 9 
 

วิธีทํา  เริ่มด้วยการวาดมุม 
3

π
θ=  ในตําแหน่งมาตรฐาน ดังรูป 

 เพราะว่ า  60
3

π
°=  เ ร เ ดียน ดั ง น้ัน เราสามารถวาด

สามเหลี่ยมด้านเท่าท่ีมีด้านยาว 1 หน่วย และมีมุมเป็น θ  และ

เพราะว่าความสูงขอสามเหลี่ยมแบ่งครึ่งฐานของมัน เรารู้ว่า 
1

2
x=  

ใช้ทฤษฎีบทพีธาโกรัส จะได้ว่า  
2

2 2 1 3 3
1

2 4 2
y r x

 = − = − = =  
 

เรารู้ค่า ,x y และ r  แล้วแทนในสูตร จะได้ว่า 
3 2 3

sin
3 1 2

π
= =  

1 2 1
cos

3 1 2

x

r

π
= = =  

3 2
tan 3

3 1 2

y

x

π
= = =  

        
        � 

 
  การวัดองศาและเรเดียนของมุมต่างๆ ดังตารางด้านล่าง แสดงความสอดคล้องของค่าไซน์ โคไซน์ 
และแทนเจนต์ในจตุภาคท่ี 1 
 

องศา 0°  30°  45°  60°  90°  

เรเดียน 0 
6

π
 

4

π
 

3

π
 

2

π
 

sinθ  0 
1

2
 

2

2
 

3

2
 1 

cosθ  1 
3

2
 

2

2
 

1

2
 0 

tanθ  0 
3

3
 1 3  ไม่นิยาม 
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  สัญลักษณ์ในแต่ละจตุภาคของฟังชันก์ไซน์ โคไซน์ และแทนเจนต์ ดังตารางข้างล่างต่อไปน้ี 

 
   
  ต่อไปจะใช้ความรู้เก่ียวกับมุมประกอบหน่ึงมุมฉาก (Complementary angle) และมุมประกอบ
สองมุมฉาก (Supplementary angle) สําหรับการหาค่าของไซน์ โคไซน์ และแทนเจนต์ ในแต่ละจตุภาค โดย
ใช้ค่าของมุมในจตุภาคท่ี 1 เป็นฐาน  เป็นการใช้มุมอ้างอิง (Reference angle) ดังรูป 

       
 
 
 
 
  
ตัวอย่าง 2.2.3 จงหาค่าของฟังก์ชันตรีโกณมิติท่ีกําหนดให้ต่อไปน้ี 

i) sin
3

π −   
  ii) sec60°   iii) ( )cos 1.2  

วิธีทํา i) ใช้สูตรลดทอน ( ) ( )sin sinθ θ− =−  จะได้ว่า 

จตุภาคที่ 1 

 

จตุภาคที่ 2 

 

จตุภาคที่ 3 

 

จตุภาคที่ 4 

 

มุมอ้างอิง 

มุมอ้างอิง มุมอ้างอิง 

จตุภาคท่ี 2 
 (เรเดียน) 

 (องศา) 
 

จตุภาคท่ี 3 
 (เรเดียน) 

 (องศา) 
 

จตุภาคท่ี 4 
 (เรเดียน) 

 (องศา) 
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3

sin sin
3 3 2

π π     − =− =−      
 

 ii) ใช้เอกลักษณ์ส่วนกลับ 
1

sec
cos

θ
θ

=   จะได้ว่า 

  
1 1

sec60 2
cos60 1 2

°= = =
°

 

 iii) ใช้เครื่องคํานวณ จะได้ว่า 
   ( )cos 1.2 0.3624≈  
     (จําไว้ว่า 1.2 เป็นการวัดในหน่วยเรเดียน ดังน้ันต้องเซตเครื่องคํานวณให้อยู่ในโหมดเรเดียน) 
            � 
 2.2.4 การแก้ปัญหาของสมการตรีโกณมิติ  
  เราจะหาคําตอบของสมการ sin 0θ=  ได้อย่างไร เรารู้ว่า 0θ=  เป็นคําตอบหน่ึง แต่ไม่ใช่
เพียงคําตอบเดียว แต่ละคําตอบต่อไปน้ีเป็นค่าของ θ  ท่ีทําให้สมการเป็นจริง 

, 3 , 2 , ,0, ,2 ,3 ,π π π π π π− − −… … 
  สามารถเขียนเป็นเซตคําตอบท่ีไม่จํากัด คือ { :n nπ เป็นจํานวนเต็ม} 
 
ตัวอย่าง 2.2.4 จงหาคําตอบของ θ  จากสมการตรีโกณมิติท่ีกําหนดให้ 

3
sin

2
θ=−  

วิธีทํา การหาคําตอบของสมการควรพิจารณาค่าไซน์ท่ีเป็นลบในจตุภาคท่ี 3 และจตุภาคท่ี 4  

 ซ่ึงเราทราบว่า 
3

sin
3 2

π
=  ดังน้ัน ต้องหาค่าของ θ  ในจตุภาคท่ี 3 และจตุภาคท่ี 4 ท่ีมีมุมอ้างอิง

คือ 
3

π
 ท่ีอยู่ในช่วง [ ]0,2π  จะได้ว่า  

4

3 3

π π
θ π= + =  และ 

5
2

3 3

π π
θ π= − =  

 กรณีมุมเป็นจํานวนหลายเท่าของ 2π จะได้คําตอบอยู่ในรูปท่ัวไป คือ 
4

2
3

n
π

θ π= +  หรือ 
5

2
3

n
π

θ π= +  

            � 
ตัวอย่าง 2.2.5 จงหาคําตอบของ θ  จากสมการตรีโกณมิติท่ีกําหนดให้ 

cos2 2 3sinθ θ= −  โดยท่ี 0 2θ π≤ ≤  
วิธีทํา ใช้เอกลักษณ์สองเท่าของมุม 2cos2 1 2sinθ θ= −  สามารถเขียนสมการใหม่เป็นดังน้ี 

cos2 2 3sinθ θ= −  
21 sin 2 3sinθ θ− = −  

20 2sin 3sin 3sin 1θ θ θ= − − +  
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( )( )0 2sin 1 sin 1θ θ= − −  

  ดังน้ัน ถ้า 2sin 1 0θ− = จะได้ว่า 
1

sin
2

θ=  ทําให้ได้ว่า 
6

π
θ=  หรือ 

5

6

π
θ=  

และถ้า sin 1 0θ− =  จะได้ว่า sin 1θ=  ทําให้ได้ว่า 
2

π
θ=   

  น่ันคือ สําหรับ 0 2θ π≤ ≤  มีคําตอบ 3 คําตอบ คือ 
5

,
6 6

π π
θ=  หรือ 

2

π
 

 
            � 
 2.2.5 กราฟของฟังก์ชันตรีโกณมิติ 
   ฟังก์ชัน f  มีลักษณะเป็นคาบ (Periodic) ถ้ามีจํานวน p ท่ีไม่เป็นศูนย์ ซ่ึงทําให้ 
( ) ( )f x p f x+ = สําหรับทุก x ท่ีอยู่ในโดเมนของ f  ค่าบวกท่ีเล็กท่ีสุดของ p (ถ้ามี) เป็นคาบ 

(Period) ของ f  ฟังก์ชันไซน์ โคไซน์ ซีแคนต์ และโคซีแคนต์ แต่ละฟังก์ชันมีคาบเป็น 2π  สําหรับฟังก์ชัน
แทนเจนต์และโคแทนเจนต์มีคาบเป็น π ดังรูป 
 

   
  
 
 
 

     
 
 

โดเมน:  
เรนจ์:  
คาบ:  

โดเมน:  
เรนจ์:  
คาบ:  

โดเมน: ทุก  

เรนจ์:  
คาบ:  

โดเมน: ทุก  
เรนจ์: และ  
คาบ:  
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แบบฝึกหัดบทท่ี 2 
1. จงแก้สมการเลขชี้กําลังต่อไปน้ี     

1.1  2 32x =         1.2  
1

4
16

x =  

1.3  2 1 1
9

27
x− =    1.4  23 81x+ =  

1.5  22 3 2 2 0x x− ⋅ + =   1.6  2 23 3 0x x+− =  

2. จงหาค่าของลอการิทึมต่อไปน้ี 

2.1  2log 1024     2.2 3log 729  

2.3  1

7

1
log

2401
   2.4 

1
log

21

8
 
 
 

 

2.5  ( )log70.001    2.6  ( )2 2 2log 7 log 3 log 21+ −  

2.7  log99     2.8  log0.00093  

2.9  ln0.00101     2.10 ln2030  

3. จงแก้สมการท่ีกําหนดให้ต่อไปน้ี 

3.1 ( )3 3log 8 log 2x x+ − =  

3.2 ( )5 5log log 4 1x x+ + =  

โดเมน:  

เรนจ์: และ  
คาบ:  

โดเมน: ทุก  
เรนจ์:  
คาบ:  
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3.3 ( ) ( ) ( )log log 8 log 3 log 4x x x x+ + = + + +  

3.4 ( )( ) ( )( )2
2 3 5 3log log 2 log 2 log 5x x= +  

3.5 จงแก้สมการ 52 5x+ =  

3.6 จงแก้สมการ 4 0.04x =  

4. จงเปลี่ยน  35 ,° 42° และ 112°  ให้มีหน่วยเป็นเรเดียน 

5. จงเปลี่ยน  
2

5

π
,
13

10

π
และ 

8

9

π
 ให้มีหน่วยเป็นองศา 

6. ให้ 0 90° °< <θ  จงหาค่าของ 
( )cos cos

2cos

+ −θ θ
θ

 

7. ให้ 0A >  และ 0B >   

                                                                               

8. จงหาค่าของฟังก์ชันตรีโกณมิติต่อไปน้ี 

    8.1 2 2tan 2 tan
3 4
+

π π
      8.3 2 2 23

t cos sin t
4 3 3 4 3

co co+ − −
π π π π

 

    8.2 2 22cos 3sec
4 6

ec −
π π

 8.4 3 42 t45 cos 60 2sin 60co ° ° °+ −  

9. จงหาค่าของมุม ( )cot 300°− ,
13

sec
3

− 
 
 

π
และ tan330°  

10. รูปสามเหลี่ยม ABC มีด้าน AB ยาว 5 หน่วย ด้าน BC ยาว3 หน่วย และขนาดของมุม B เท่ากับ 

   120°  จงหาความยาวของด้าน  C 

จากรูปด้านขวามือ จงหาค่าของฟังก์ชันตรีโกณมิติต่อไปนี้ 

7.1   

7.2  

7.3   

7.4  


